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Introducci©.

1.1 a) Demostreu qug’2 ¢ Q. b) Suposeu que no coneguéssiu quina quantitat
ésm, s a dir no sabéssiu que= 3.14159.... Com farieu per obtenir-ne una

aproximacio.

1.2 Trobeu el conjunt de nombres reals soluci6 de cada ules degiients equa-

cions o inequacions:

a)3rx—4>0 b) (z+1)(z—3)>0
rz+1
) 9<0 d <0
c) bx + )x2—4
e) —4x+3>0 Nl =1<1
3x 1 1
— +6>2 h) — >0
9) ) * )x+1—x
i) 3z —5>6x—7 §) (@ —7)(z +5)(x—3) >0
k) 8z —1<9x+3 1) (z—2Y3)(z —2Y%) >0
m) 22 — T 4+6<0 n)3z*42r —1<0
2z T 9
3z + 26z > 9
O)m—1>m+7 p) 3z + 26x >
) x <5
V"4 =6

1.3 Siguil = (a,b) un interval obert. Trobeu els valors dg i r per tal que
I = B(xg,r).

1.4 Siguinz,y, z € R. Verificar

a) |z +y| < |z| + |y| (Desigualtat triangular)
b) || -yl = |z -y
c) [le] =yl < |z -yl

d) Usant (a) demostreu qu&z,y) < d(z,z) + d(z,y)



1.5 Doneu una expressid equivalent de les segiients sigressuprimint tant
com es pugui el signe de valor absolier exempld2 + /5| = 2 + /5

perqe la suma de positiuss positiva.

a)lz® — 2xy + |
b) [(Ja + b — [a| — [b])]
¢) [([V2+ V3| = V5 — V7))

d) |a — b| — |ab|

1.6 Resoleu les segiients inequacions i descriviu el cobsplncio en la recta

real:
a) |lr—1/<3 b) x|+ x> 1
) |z? =1 >2 d)2r+1—|z| >z
e)lr—3/<2 f) 112 — 6z >4
3
g) 3z + 8 <6 h)‘g—3‘>3
z+2
) <1
Z)‘xQ—i—l‘_

1.7 Considereu el pla cartesia, que denotem perlRbuixeu els segilents con-

junts determinats per les desigualtats:

a) {(z,y) e R* t.q. z+a >y + b} b) {(z,y) € R* t.q. y > 2%}

o) {zeR tq. 22 >2} d) {(z,y) e R? t.q. |z +y| < 1}

d) {(z,y) €R* t.q. (z — 1)+ (y—2)? <2} ) {(z,y) €R* t.q. 2° <y <z}

) {(z,y) €e R? t.q. 22 +¢*> > 22+ 2} 9) {(z,y) e R® t.q. y > In z}

h) {(z,y) € R? tq. y < e} i) {(z,y) €ER?* tq. In 2 <y <In z}
i) {(z.y) e R* tq. y < |Vz[} k) {(z,y) e R® tq. y* > z}

D {(z,y) € R? tq. |z[ +[y| < 1} m) {(z,y) € R* t.q. [z| > [y|}

n) {(z,y) € R* t.q. z + y &S un nimero entgr



1.8 Determineu si les segiients proposicions son certals@sfdonant una pro-
va rigurosa o un contraexemple segons correspongui. EjsrdsM i B

representan conjunts qualsevol d’'un cert espai.

AUB=AUC = B=C
(AU B)¢ = A°n B° (on el superindex vol dir complementari)

(ANB) = A°UB°

1.9 SiguinA = {2n/n € N}, B={2n+1/n € N}, C = {n?/n € N}. Troba

els elements que formen els seguents conjunts:

a)AU B
b)AN B
) AU
d)(AUC)*
e)(BNC)*

1.10 Usant la definicié de conjunt acotat superiormentdriof, classifiqueu els
seglients conjunts en acotats (especificant si ho estari@upent o inferior)

i no acotats. Digueu també si son oberts o tancats.

a)A = B(0,10'%)

b)B =7
2
1
c)C={zxeR talqueac:ZJr1

per algunn € N}
d)D = {z € R talque x = 1/n peralgunn € N}
e G=ANB

1.11 SiguiA C R. Diem quexy € A &s un punt aillat del si existeix una bola
B(zg,r) complint queB(zg,r) \ {x0} N A = 0. Demostreu que el conjunt

7 C R té tots els seus punts aillats.



1.12 SiguiA C R. Diem quezy € R &s un punt d’acumulacio dé si per tot
radir I'entorn B(xg, ) compleix queB(zg,7) \ {zo} N A # (). Demostreu
quexy = 0 és un punt d’acumulacio del conjudt= {x ¢ R t.q. z =

1/n  peralgun n € N}.

2 Funcio real de variable real

2.1 Calculeu el domini de les seguients funcions:

a) f(z) =% 1 b) fla) = ——

c) f(z) = PSR d) f(z) = tanz

) f@=V1-Vi-2? ) f@) =V TV D
) 1 — a2 L B e/t siz <0

9) J(@) = n(m) ) @) = Inz, siz>0

i) f(z) = V1 —a? j) fla) = e

k) f(x) =Inya?2 -1 1) f(z) =+/cosx

m) f@) = /2

2.2 Considerem les segiients funcions,
f(z) =22 g(x) =¢® h(z) =Inz k(z)=tanz

a) Creieu que podem prendre qualsevol permutacié d’etlessiderar la

composicit? estara sempre ben definit?

b) Es cert qudf o g)(z) = (g o f)(x) almenys en els punts on té sentit
fer ambdues composicions? Es generalitzable aquest faea abm-

posicions arbitraries de funcions?

c) Calculeu les expressions explicites(tle f o f)(z), (gok)(z), (ko
fog)(@).

d) Expresseu les funcions(z) = e i lo(z) = tan(lnz?) com a

composicit d'algunes de les funciofisg, h, k.



2.3 Considerem les seguents funciofigr) = 22 g(z) = 2° h(x) = Inx.

Determineu
a) (fog)(x)
b) (foh)(x)
c) (fogoh)(x)
d) Expresseu cada una les funcions segients en ternfeg deutilitzant

les operacions suma, producte, i composicid de funcions

i) k(x) = 2 ii) k(z) = In(z?)

i) k(z) = In(2x) iv) k(z) = (Inz)?

v) k(z)In(2" +27°) vi) k(z) = In(In(22" + 22))

2.4 Considerem la funci(z) = £ en el seu domini naturdd(f) = R\ {1}.

Calculeu, si existeix, la funcio inversa ! i trobeu el seu domini.

2.5 Diem que una funci@ és periodica de periodé si f(z) = f(z + T) per
totz € D(f).

a) Demostreu que giés periodica de periodgllavorsg(z) = f(ax) és
periodica de periodé.

b) Demostreu que di és periddica de periodellavorsh(z) = af (x) s

periodica de periodé.
c) Estudieu la periodicitat i el periode de la funfif) = sin mx+cos mz.
d) Comproveu que la funci@(z) = sin x &s periodica de periodir
e) Comproveu que la funci(z) = cos x és periddica de periodar

f) Comproveu que la funci®(z) = cos(mz) + sin(wx) és periddica de

periode2r



2.6 Siguig(x) = 2% i sigui

h(z) = 0, sizeQ
|1, sizel=R\Q.

1) Per quins nUmeros reajses compleixa(y) < y?
2) Per quins nameros reajses compleixi(y) < g(y)?

3) Quina funcio ég(h(y)) — h(y)?
2.7 Siguir una recta de pendent i p un punt exterior a.

1) Comproveu de manera grafica que hi ha infinites rectegpdigulars

ar. Quantes d’aquestes passenjer

2) és conegut que totes les rectes perpendiculareeaen una propietat
com{; tenir pendent;%. Usant aquesta propietat construiu un metode

per calcular la distancia entre el pyit 1) i la rectax + y = 0.

2.8 Considereu la grafica de la fungigr) = z3. Usant aixd doneu la grafica de
les segiients funcionsc €s un nimero real que pot ser, obviament positiu,

negatiu o zero. Considereu els diferents casos)

@) 9(x) = f(a) + ¢ b) gla) = f(z +0)
1
c) g(x) = cf(x) d) g(z) = (@)
&) o(x) = () ) gl) = £(lx)
9) 9(x) = 1) ) g(a) = max{f,0)

i) g(x) = min{f, 0}

2.9 Feu el mateix que el problema anterior per a la furf€i) = e*.

2.10 Considereu totes les diferents funcions obtingudesl®mos problemes
precedents. Obtingueu, mitjanant el coneixement que thnia grafica de
totes elles, els maxims i minims locals i globals tant eretda real R com

en linterval [—1, 1].



2.11 D’entre totes les relacions-funcions que un pot deseentre el conjunt R
i si mateix, n’hi ha algunes que son privilegiades per laseportancia. La
majoria es poden expressar per formules algebraiquedlissnzal saber
reconeixer-les i dibuixar-les graficament sense neegsde grans calculs
(diriem que cal coneixer-les peultura matenatica). Fonamentalment aque-
stes son: polinomis de grau 1 (rectes) i 2 (paraboles)orexpcials i log-
aritmes. Aixi doncs, feu un esboc de les segiients fae@mb el minim de

calculs possibles.

a) fz) =z +3 b) f(z) = —3z — 1
¢) f(z) = 42? d) f(z) =2 -1
e) f(z) =Inz f) f(@) = e

9 )=~ W) ) = -

i) f(z) =z

2.12 Penseu sobre el concepte de funcibé sense prejuditdsraics (€s a dir, una
funcid és una correspondéncia entre dos conjunts deaakra que cada
element del conjunt de sortida té, com a maxim, una imatgel €onjunt
d’'arribada) i doneu exemples de funcions que descriguiprmems de la

naturaleza perd sense emprar, necessariament, lahotatematica.

2.13 Concentrem ara la nostra atencio en la furf¢i®) = ax + b, a,b € R.
Observeu que la seva grafica sempre és una recta. Obtietprealors de:
i b per tal que la recta compleixi cadascuna de les seglentdécamms:
a) Sigui horitzontal i passi per I'origen de coordenades
b) Tingui pendent 2 i passi pel punt (1,-1)
¢) Sigui horitzontal i passi pel punt (3,3)
d) Passi per I'origen de coordenades i pel punt (1,-2)

e) Passi pel punt (1,-2) i cada cop que augmenta una unitarikeblex

també augmenta una unitat la variaple
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f) Sigui paral.lela a la recta = 2z + 1 i passi pel pun{0, 0)
g) Sigui perpendicular a la recte= 2x + 11 passi pel punt—1, —1)

2.14 En un estudi de I'economia dels EEUU durant el period2941941 es va
poder constatar que la despesa t6tan béns de consum i serveis esta rela-
cionada amb la renda naciortalde la seguient forma: quan = 500 tenim
queC = 470. A més cada cop que la renta nacional augmenta en 100 unitats
el consum de béns i serveis ho fa en 75 unitats. Suposanelatiorlineal

entre la renda nacional i el consum obtenir la funcio quernilesa relacio.

Quin sera el cosum de béns i serveis quan la renda Bigail000 ?
3 Limits i continuitat
3.1 Demostreu els resultats segiients usant la definiditnite
a) lim(z+4) =6, b) limyx =2
r—2 z—4
3.2 Demostreu que:
. 9 1 e
a) lim(z*+1) # 3, b) lim — no existeix (&s infinit)
r—1 z—0 T
3.3 Siguinly i I5 els limits, respectivament, de les funciof$ g quanz — a.
Demostreu, usant la definicié de limit, que:

a) lim M - f(x) = M, onM € R

r—a

b) Jim (fi(x) + g1(2)) = b + 1>

3.4 Mostreu quéim, (2 — 1) cos -~ = 0.



3.5 Els problemes que precedeixen en aquest requereixenddmini més o
menys acurat de la nocioé de limit. Ara proposem un caloolt més sis-
tematic basat en “les regles"de calcul de limits conegyskr vosaltres. No
obstant, potser cal pensar una mica sobre el que fem per takdeeéixer
la noci6 de limit dels problemes anteriors en aquestagesémées o menys
misterioses (és a dir, substituiperz, quan femim,_.,,,). Calculeu, doncs,

els limits seglents.

. 1 3 . 2?2 —br+1
@) iﬂ(l—:ﬂ—l—x‘rs) b) xEr—il—loo 3x+7

. (22 +3)3Bx—2)2 , r? -1

1 1 - -
°) =00 x°+5 d) s R

3
-3 2
e) lirf Vaizi+1—x f) lim £ —°P+ 2
T—1T00

xe1x4—4x+3

lim (1 + )/ n) tim (S
2
. . x . . / _ / 2
2 x
. x©+3 I
[ z—1
b i (5s) D ime
1
m) lim (1+ —)* n) lim Ina?
Tr—0Q0 €T r——00
o) lim sinz p) lim zsinz
Tr— 00 Tr— 00
I z?+3 ) 2 -3
e o0 207 — 1 " T 20
— 1 1 1
s) hmﬁix—i_ t) lim ( —— — —
z—oo /T + 1 —1 z—0 \sin®z 22
N ) sinx
R L P o) i (57
22
222 —3x—14 . r+2\ 2
w) lim ——— z) lim
T—00 441 z—oo \ 22 41
_ z? +2 31t -2+ —6
y) lim x“ cos z) lim
z—0 T z—oo 22243145
32 —2 . 2 —4
a) i sy (O P
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3.6 Considereu la funcio,
o
h(z) = 0, I:U cQ
1, sizeR\Q

Calculeu, si existeixen, els limits segiients:

a) lim h(x) b) lim h(x) ¢) lim h(x)

xz—0 r—1 T—00

3.8 El calcul de limits de funcions de R en R permet deserel limit de una
funcié en un puntry usant els limits laterals. La idea que hi ha darrera
no és altra que tenir present a I'hora de calcular el limit’gstic acostant
per valors més grans o més petits gque(suposenr — (). Linteres de
fer limits laterals és I'estudi de la continuitat de uoadié en un punt com
veurem més endavant. Calculeu, doncs, els limits |atsejiients:

1

a) lim b) lim —
) e—1+ & — 1 )mHO_l—Fel/aC
1
¢) lim —— d) lim |z
) o0t 1 +€1/m ) :E~>O_| |
—9 3
e) lim v = 2| f) lim LomT
r—2~ X r—0~ |$|
1
lim — h) lim Inzx
g) 2—0— X2 ) z—01
7) lim |z
) lim Jx

j) lim f(x)on f(x) =

z—0t

In(x? 4+ 1), siz <0
1+, siz >0

3.9 Considereu les funcions

ﬂ@z{L r= mmz{wx e

In(z2+1), x>0 e, x>-1

Obtingueu els segients limits laterals:

a) lim f(x) b) lim g(z) ¢ lim (f(z)-g(z))

z—0t r——1- rz—0t

3.10 Raoneu si son certes o no les segiients implicacions:
a) lim f(z) =1 = f(a) =1
r—a

b) fla) =1 = lm f(z) =1

11



3.11 Una funcio,f, és continua en un punty, si els limits laterals de la funcid
en aquest punt existéixen i coincideixen amb el valor qee pa funcibé en
aguest punt. &s important tenir en compte que aquestadiefes local i,
per tant, el fet que una funci6 sigui continua (o no) en um @ dona cap
informacid sobre la continuitat de la mateixa funcio ealgevol altre punt
diferent dexy. Passarem ara a estudiar la continuitat de funcions ehsietie
domini. Aixo implica per tant, saber separar els punts dot&idé pot patir
alguna patologia d'aquells on simplement la funcio éstiooa pel fet de
ser polinomial, exponencial, logaritmica, trigonon@gtr etc. En els punts
patologics caldra un estudi més acurat usant fortameat@ul de limits vist
anteriorment. Estudieu, doncs, la continuitat de leaeetg funcions en tots
els punts del seu domini de definicio i, en cas de ser disuoeg en algun

punt, digueu de quin tipus de discontinuitat es tracta:

a) f(z) =z -2 b) f(z) = em (D)
z? x
) fla) = D @) =
3
) fla) = = £) (@) = elle
g) f(zx) = zsin — h) f(x) =In(-)
i) f() =0 I\ T
z2, siz <3 B %w—e, siz <1
k) f) = {25{34—1, sixz >3 /@)= {lnx, siz>1
_ Jazln(2®+1), siz<0 )1, siz< 1
m) f(z) = {xex, siz >0 n) f(@) = {1, siz>1
_ ‘—z‘, siz #0 _ In |z, siz <0
o) /(@) {O, siz =0 p) (@) { x2+1, siz>0
Q) f(2) = e r) )= e
9 fla) = ——
1+et-=

3.12 Siguinf(z) i g(z) funcions continues en el pung. Demostreu qu¢ (x) +

g(x) i f(x)g(x) també sén funcions continues en el pugt

12



3.13 Siguik(z) = f(x) + g(x). Raoneu si sbn certes o0 no les seguents implica-

cions:
a) Sih(z) és continua— f(z)i g(z) sbn continues
b) Sih(z) és continua (=) també és continua=- f(x) continua
3.14 Vegeu per a quins valors dels parametre$ les segiients funcions son

continues (cal que imposeu que els dos limits lateralsci@ixin amb el

valor de la funcio en el punt conflictiu):

1‘2—4 .
T2 sizc#2 ax +1, siz<1
a) f(z) =4 2’ b) f(x) =
) /(@) {a, Siz =2 ) /(@) siz>1
e’ siz <0 sin % , Six<0,az#0
¢) f(x) =< ax+b, size (0,1] r—a, siz € (1,2)
In(bx), siz>1 Siz >2
In(z +a), size (0,1 et tab  sip <1
) () = bSO
bx + a, Siz>1 x? +ab siz>1
a, siz < —2 n(z+ 1)+ a, siz e [—1,1]
g) flx)=X2%2-b, si—2<z<1 e + 2bx?, sil<z<2
ar+0b, Siz>1 sinmx + (a + 1)z, Siz>2

vV + ab, six >0, a,b>0

3.15 Definim la funcio signe, sgn), de la segiient forma:

i) flz) = {x2+ax+b, siz <0

-1, siz <0
flx)=<0, siz =0
1, siz > 0.

Estudieu la continuitat de les segilents funcions:
a) f(z) =sgn(z) b) f(z) =z sgn(z)

3.16 Doneu un exemple d’'una funcfoque no sigui continua en cap punt, pero

tal que| f| sigui continua en tots els punts.

3.17 Si una funcid és continua én 1] i només pren valors racionals, de quin

tipus de funcio6 es tracta ?

13



3.18 Estudieu les seguients afirmacions decidint si stescerfalses. Cas que
siguin certes digueu quin argument feu servir i cas que rsifpises doneu

un contraexemple.

a) Tota funcié continua en un interval obert és acotada.

b) Si f és una funci6é continua en un interval obertb) llavors 3z €
(a,b) tal quef(zg) < f(x), Vz € (a,b)

¢) Sigui f una funcié continua en linterval tancg, 3]. Suposem que
f(2)=7i f(3) =9. Llavors3zy € (2,3) ambf(xg) =8

d) Suposem qu¢ és una funci6é continua a R i qy&0) = 0. Llavors

Jdzg € Rix; € Rtalquef(zg) <0i f(x1) > 0.

3.19 Considerem la funcié que a cadaeal li fa correspondre el més gran enter
que és més petit que ell. Es denota per) = [z] i es denomina part entera

dez. Per exemplef(v2) = [v2] = 1i f(—4.5) = [-4.5] = —5.

a) Doneu la grafica de la funcio.

b) Doneu els punts de discontinuitat i digueu de quin tipus <€n els
punts de discontinuitat quin dels limits laterals calect amb la imatge

de la funci6 en el punt?

¢) Feu els dos apartats anteriors amb les funcfgns = «—[z] i f(x) =
1
()
3.20 Demostreu que les segients funcions tenen una asrel dir, f (zo) = 0)

en els intervals que s’indican

a) f(x) =€ — (x+2) en|0, 10]

b) f(x) = cosz — z* en|0, 27]

14



3.21 Useu el teorema de Bolzano per resoldre els seglieatsizp

a) Siguinf : [0,1] — [0,1] i g : [0,1] — [0,1] dues funcions continues.
Suposem qu¢g(a) < g(a) i f(b) > g(b). Llavors3c € (0, 1) tal que
fle) =g(c)

b) Siguif : [0,1] — [0,1]. Suposem qug(0) > 0i f(1) < 1. Llavors
Jde € (0,1) tal quef(c) = cInd: Apliqueu (1) per al cag(z) = x

3.22 Siguif una funcid continua en tot el seu domini tal qi@) = —6i f(x) >

x? si|z| > 10. Demostreu que existeixenb € R tals quef (a) = f(b) =0

3.23 Demostreu que tot polinomi de grau senar té almenysauel Es pot dir
al mateix dels polinomis de grau parell?nd: Teorema de Bolzano per
un interval “molt gran”). Usant el resultat anterior vegeu que el polinomi

P(z) = 32% — 52% + 1 té almenys una arrel negativa.

3.24 El Teorema de Bolzano pot ser utilitzat per aproximesséde funcions; és a
dir, donada una funci@(z) podem aproximar els punts per els quals) =
0. Utilitzant com a idea fonamental el Teorema de Bolzanoingbhtu un
métode per aproximar zeros de funcions i apliqueu la tacpéer donar una

aproximaci6 “raonable’d’alguns zeros de les seguentsidms:

a) f(z) =€ —x b) f(z)=lnz —x+3

o) flz) =2 —-224+1—¢" d) f(z) =sinz — cosz

3.25 Un escalador inicia I'lltima rampa de I'Everest a lbsdéun dia clar. De-
sprés de diversos intents en els quals puja i baixa parerdlassoleix el cim
a les 17h. Donat el bon temps decideix passar la nit al cimgngar aixi
el record Guiness). A les 6h del dia seguent inicia el despen arribar al
camp base a les 18h. Proveu que en una mateixa hora dels ddmdistat

en una mateixa posicio.

3.26 Demostreu que una funcjodefinida en els reals i continua ep = 0 tal

quef(xz+vy) = f(z)+ f(y),Vz,y € R &s una funcid continua en tot punt.
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3.27 (ificil) Demostreu que no hi ha cap funci6 contirfuaR — R que prengui

exactament dos vegades cada vdiwd: Per comengaréu un dibuix.

3.28 (ificil) Sigui f : [0,1] — [0,1] continua. Suposem que per algune
[0,1] es compleix quef(f(z)) = z (és a dir que hi ha un punt 2-periodic).
Demostreu que llavors existeixe [0, 1] tal que f(c) = ¢ (és a dir, hi ha
un punt 1-periodicObs: De fet pergé z sigui 2-perddic és necessari que
f(2) # z ja que sino seria 1-peddic. El perbdeés la mnima iteracb que

“torna el punt a ell mateix”.

3.29 (ificil) Sigui f una funci6 continua en un intervale R i siguinz; ... x,

punts del. Demostreu que existeix une I tal que

PEENCARSNED €]

n

3.30 Useu el resultat de I'exercici 3.29 per demostrar que siotxe recorre 100

Kilometres en 50 minuts llavors hi ha un minut en el que hanmegut 2
Kilometres.

3.31 Demostreu quB(z) = 2z* — 1422 + 142 — 1 té quatre arrels reals. Trobeu
amb un error més petit qué—! I'arrel de valor absolut més gradbs: De

fet aquest polinomi noés & aquestes quatre arrels que heu trobat ja que,

com provarem ries endevant, un polinomi de graicom a néxim €n arrels.
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4 Derivabilitat

4.1 Calculeu per mitja de la definicio la derivada de ledisats funcions en un

puntz.

@) fla) = o b) f() =22 +1
o) flz) =222 —z+1 d) f(r) =lnz

4.2 Demostreu les seglients igualtats:

L @)~ o)

Tz (x — x0)
1\ f(=o)
b) (f(%)) ~ f2(x0)

4.3 Demostreu que gi i g sbn funcions derivables ey llavors es compleix

a)

= 2f(x0)f'(z0)

que fg és derivable em i que la derivada é6fg) (zo) = f'(z0)g(xo) +
f(@o)g' (wo)

4.4 Demostreu que tota funcio derivable en un punt és¢arnhtinua en aquest

punt. Es cert el reciproc?

4.5 Construiu un exemple d’una funcié continua a tot Brivéhble només en el
conjunt{R \ {a1,...,a,}}

4.6 Siguif una funci6 continua eny = 0. Considerem la funcig(z) = = f(z).

Demostreu que és derivable em, = 0 i busqueuy’(0)

4.7 La noci6 de derivada en un punt es pot interpretar geaament com el
pendent de la recta tangent en el punt. Usant aquest fetaalteguacié de
la recta tangent a les segilents funcions en els punts oquftgsien.

a) f(z) =In(z? + 1) en el puntrg = 0
b) f(z) =3enelpuntzy =1

¢) f(x) = sin(cos?(x)) cos(sin?(x)) en el puntzy =
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4.8 Volem, ara, aprofundir una mica en la nocio de derivama el pendent de
la recta tangent en un punt. Sigiuna funcié derivable a R. Anomanem
polinomi de Taylor de grau 1 de la furicif al voltant d’'un puntzg a la

funcio lineal P(x) = f(zo) + f/(xzo)(x — x0).
a) Comproveu que el polinomi definit coincideix amb I'eqéed la recta
tangent

b) Considereu la funci@(x) = e*. Obtingueu el polinomP(z) pel punt

o = 0
c) Calculeu (usant la calculadora) el valorede. AvalueuP(0.5) i com-

pareu els resultats
d) Considereu qualsevol equacio de recta diferenP@e) que passi pel

punt(0, 1) i avalueu-la en 0.5. Qué podeu concloure ?

4.9 Calculeuf®(0) per cadascuna de les segiients funcions:

a) f(x) =¢€" b) f(z) =In(x + 1)

4.10 En el mateix sentit del problema anterior calcyl€t(0), n € N per cadas-
cuna de les funcions.
4.11 Considerem la funcio

22 4+a, siz<0
f(z) =qcos(5z), si0<z<1
Inx, siz>1

Estudieu la continuitat en el pung = 0, segons els valors del parameire

Estudieu, tambg, la continuitat i la derivabilitat en ehpz; = 1.
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4.12 Considerem la funci6
@) 522 — 10z, si—2<xz <0
xr) =
4e” + k, si0< gz <2
Calcular el valor dé: per tal que la funcio sigui continua. Calcular per aquest

valor dek la funcio f’(x). Es continua en qualsevol punt?

4.13 Estudieu la continuitat i la derivabilitat de leswssgts funcions en els punts
que s’indiguen (per les funcions definides a trossos coraidel punt on

connecten ambdues expressions algebraiques).

a) f(xz) = |In(z)| enzy =1
b) f(x) = |§—| enzy =1

r?sin(1/z), siz#0
c) Enzg =0, f(x) = .
) 0 f(z) {0, G0
e’, siz <0
d)Enxg =0, f(z) = .
) 0 /(@) {1, sizx >0

e) Enxzg = 1/2, i segons els valors del parametre

fla) = 22 + a, Siz <1/2
sin(z — §), siz>1/2

4.14 Considerem la funcio

erra, siz < -1
flz)=qx(x—1)+b, si-l<zxz<1
< siz > 1.

x?
Estudieu la continuitat i la derivabilitat en els pungs= —1i 1 = 1 segons

els valors dels parametresb, c.
4.15 Siguih(z) tal queh(0) = 0i h'(x) = cos(3z). Calculeu(f o h)'(0).
4,16 Calculeu la funci6 derivada de les segiients funcions

Q) f(@) = (@ + 1)

b) flz) = (2T )i/

6:)3
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4.17 Fins aquest moment hem considerat la derivada coml axjuéro al qual
tendeixen els quocients incrementals, per tant ha estatdsyada com una
realitat local o “puntual”. No obstant aix0, tothom ha #eatparlar que la
derivada def (z) = 22 ésf’(x) = 2x. s adir, a cada funcio (derivable) li fem
correspondre una funci6 derivada. Cal pensar doncs qued¢aof derivada,
f'(x), és aquella funcid que en cada pupfpren el valor de la derivada de la
funcio f(x) en aquest punt. Equivalentmeff(z)|,—,, = f'(x0). Calculeu
la funci6 derivada (és a dif (z) per les seguents funcions usant les regles

conegudes de derivacid) en els punts on aquesta existeix.

a) f@)=2"neN b fl@)=lz o fl@)=¢
4) f(x) = sinz e flx)=Ina® ) fla) =&

4.18 El seglient resultat &s conegut amb el nom de TeoreRallie Sigui f una
funcié contnua en un interval tancat [a,b] i derivable en 'obert (a,blie
satish f(a) = f(b). Llavors existeix ur € (a,b) tal que f'(c) = 0. Useu

aquest resultat per contestar els segilents apartats

a) Demostreu que l'equaci@® + 2" ' +-.- +2 = 1, n € Nté una
Unica arrel positiva

b) Sigui f : [0,1] — [0, 1] derivable i complint quef’'(z) > 0 Vx €
(0,1). Suposem a més quy&0) > 01i f(1) < 1. Llavors existeix un
Unicc e (0,1) talquef(c) = ¢

c) Trobeu una funci§f definida en0, 1] que sense verificar les hipotesis

del Teorema de Rolle satisfati(c) = 0 per a algur: € (0,1)

4.19 Considereu les funciongy) = y(1 — y), y(z) = vz i h(z) = f(y(z)).
Utilitzeu (explicitament) la regla de la cadena per traflarvalors dex per

als quals la funcid(x) és creixent i concava

4.20 Considereu la funcif(x) = |z — 3|. Verifica f el Teorema del valor mitja

en linterval [0, 5] ?

20



4.21 Calculeu els limits seguients (fent Us, si cal, detdima de I'Hospital)

n

a) limzlnx b) lim x—, neN
z—0 z—o0 e¥

¢) lim d) lim ze'/*
rz—0e? — 1 z—0

e) lim L f) lim Vr —Inx
z—oo Inx T—00
. Inz

g :clinl 562 —1

4.22 (ificil) Se suposa que els canvis de rasant de les autopistes es lfan am
un perfil parabolicy = —ax?, a > 0. Quin és el valor maxim de que
permet que un observador d’'un metre d’algada situat erseualllloc pugui
veure un objecte de 0.1 metres d'algcada situat a 100 metrekisthncia?
(Aquest problema fou proposat en I'Olinapa Matenatica de I'any 1986 a

Barcelona. El concurs es fa amb alumnes de C)O.U

4.23 Siguif una funci6 definida a R. Doneu els candidats a maxim ommiacal

(extrem local) def en les seguents situacions:

a) Suposant qu¢ és derivable en tot punt.

b) Suposant qué¢ és continua en tot punt pero no és derivable en els punts

o, T1 i Z9.
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4.24 Doneu el conjunt de punts candidats a extrem local éselassificar-los en
maxims i minims) i estudieu els intervals de creixemengdrdixement de
les segiients funcions.

3

a) f(m):%—2x2+3x+1 b) f(z) = |Inz|
0 @)= E=2 4) () = (2 — 1)a>P
(=1
) £(z) = cosa 1) f(z) = |sin]
9) )=t W I =
1, size ‘ 3 S?x<—1
z‘)f(x)={0’ Sixeg\(@ Jj) f(z) = i’x(m—l), :;1;0:6<0

1 .
—1° Slz <0
siz >0

k) f(z) = { )
17

l) Segons els valors del parameire
ax(x +1), siz<0

flx) = :
—z((x —1), siz>0
4.25 Per a cadascuna de les funcions de I'exercici antdassifiqueu els candi-
dats en maxims, minims i punts d'inflexi6. Calculeu tanabs intervals de

concavitat i convexitat

4.26 Doneu amb el maxim detall possible la grafica de lesifuns de I'exercici

4.24

4.27 Considereu la funcif(z) = e*~(1/22*) Feu la representacio grafica calcu-

lant totes les dades necessaries (maxims, minimspasis, etc).

4.28 Calculeu els maxims i minims de la segiient funcigoss els valors del

flz) = {;x, siz € [-1,1]

2, siz>1

parametrex,
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4.29 Per cadascuna de les seglents funcions calculelarisisni minims locals

i globals en els intervals que s’indiquen.

a) f(x) =x(x—1),D =0, 1] b) f(z) = —x(z —1),D = [0, <]
¢) f(&) = [Inz],D = (0,¢] @) () = 2. D= (-1,1)

e) f(z) =sinz 4+ cosz, D = [0, g]

4.30 Fixeu-vos bé que la condici(z) = 0 només ens dona informacio d’ex-
trems (maxims i minims) locals. Calculeu ara els extretobals de les

seglents funcions en els dominis que s'indiquen usart iegesines necessaries.

a) f(x) =z(1—=z),D =R b) f(z) = z(1 —z),D = [-1,1]
¢) f(z) =2(1 —2),D = (~00,0) d) f(z)=|lnz|,D=R

¢) f(z) =[mz|,D = (0,00) f) f(@)=[maz|,D=(1,2)

9) fz) ==z, D=R h) f(x) =2,D=(=1,1)

4.31 Siguif una funci6 definida en l'interval tancét, 1]. Suposem qu¢ té un
maxim local enz = 1. Digueu quina de les segients afirmacions és certa

(només n’hi ha una):

a) f'(1) =0 b) f(1) <0
c) f(1) > f(z),Vx € [0,1] d) Cap de les anteriors.

4.32 Siguif una funci6 derivable dues vegades a l'interfvalb). Siguic € (a,b)
un punt que satisfg” (¢) < 0. Podem assegurar que és un maxim local ? i

global ? Justifiqueu la resposta.

4.33 Siguia un maxim local def en l'interval [2, 3] i sigui b un minim local de
f en el mateix interval. Demostreu que és cert 0 doneu unasx@mple de

cadascuna de les segients afirmacions:

a) f(a) = f(b) b) f(a) > f(2)
¢) fla) > f(3) d) f(b) < £(2)
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4.34 Doneu amb el maxim de detall possible la grafica dedgents funcions,
coneixent préviament totes les dades possibles (maxmirgms, intervals

de creixement, etc...).

562
@) () = we" b fla) = S
P Inz
) @) = 5 Q) f(r) = =
[ sie<o0
e) /(@) {i siz>0.

4.35 Calculeu els maxims i minims de les segients fuscitafinides a trossos

en els dominis on estan definides.

22—z iz
2 f(x):{ +1, sizel0,1]

1

L siz > 1.
—($+ 1)’ Sixz € [_3,_1)
- (x+1)(x+2), size[-1,0)
b) f(z) = (z—1)(z —2), sizel0,1)
$—1, Si$€[134]'

4.36 Una empresa produeix un cert bé en una quantitaés funcions d'ingres-

S0s i cost son

6

18
I(q) = ——¢* + —¢* — 2¢ + 100
(@) = —1564 + 739 20+
2 2
= ¢®—24q+11
C(q) 124 g + 11000

a) Calculeu el valor dg que maximitza I'ingrés marginal, és a dir la

funcid derivada de I'ingrés.

b) Calculeu el valor dg que ens dbona benefici maxim (recordeu que el
benefici ve donat per I'equaci®(q) = I(q) — C(g)). Quin és el

benefici maxim ?
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4.37 Una empresa sap que ven 100 unitats d’'un cert produofersix un preu
de 50 pessetes. A més també sap que un augment en el preodiettp
d’'una pesseta provoca un descens de les vendes de 5 uniiptssa8t que
la funcio de demanda és lineal i la funcié de costos depi@sa €< (q) =
q? + 10q + 100 obtingueu la funcié de demanda, és aglig) i el preu que

maximitza el benefici.

4.38 Calculeu el rectangle d’area maxima entre tots edstejoen perimetre fixat

a.

4.39 La funci6 d'utilitat d’'un cert consumidor égz,y) = z2y*. Maximitzeu el

seva utilitat suposant que la seva restriccié presupatar + y = 1.

4.40 Com és de tots conegut moltes empreses de begudestpneseseu pro-
ducte en llauna. Suposem que el volum de cada llauna és &katgrcat
en un litre. Quines han de ser les dimensions de la llauna ggpesem
cilindrica) per tal de minimitzar la superficie (i d’acgie manera el cost de

produccio6 per unitat)?

4.41 Tenim una corda d’'un metre de longitud amb la qual volmadr dues su-
perficies; una circular i I'altra quadrada. De quina marfeaurem de tallar
la corda per tal que la suma de les dues arees sigui maximerpreteu el

resultat.

4.42 SiguiP(x) un polinomi de grawn € N. Demostreu que la funcifP(z)|
assoleix sempre un minim (és a dir un pugttal que f(zg) < f(x) Vz €
R).

4.43 Siguif una funci6 derivable em,. Demostreu que

o L) = £ o)

z—oo  (x — x0)

= f'(z0) x 2f (o).

4.44 Calculeu la funcid derivada de la fundifr) = (sinz)s*.
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4.45 Considereu la funcio

fla) = {xz, siz e Q

0, sizel
Demostreu que és continua i derivablezgn= 0. Podeu dir alguna cosa

sobre la continuitat o la derivabilitat fora dg = 0?

4.46 Siguif derivable en tot punt i complint que

lim zf'(z) = 0.

r—00

Proveu quéim, . (f(3z + 2) — f(z)) = 0.
4.47 Demostreu que l'equaci®¥ +2" ' +---4+2 = 1, n € Nté una Gnica arrel
positiva.

1
x2-1"

4.48 Calculeu les derivades d’ordiede la funciof (z) =

4.49 Demostreu si les seguents funcions son derivableg en0.

{mzel/xQ, siz £0

0, siz =0.

b)f(x):{x+3’ siz >0

2?2+ 3z, siz <.

4.50 Estudieu la continuitat i la derivabilitat de la fungi(x) = |z|/z en el punt

.%'0:0.

4.51 Construiu un exemple d'una funcié continua quei slgtivable en tot punt

excepteenelspunts ...a,, a; € R Vi=1...n.

4.52 Demostreu que I'equacif — 3z + k, k € R té com a molt una soluci6 en

[—1,1]. Per a quins valors dehi ha efectivament una solucio?

4.53 Estudieu les segilents afirmacions decidint si s@escerfalses. Cas que
siguin certes digueu quin argument feu servir i cas que rsifpises doneu

un contraexemple.
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a) Sif ésuna funcio derivable en R i periodica de periode 24 gffil) =
0 llavors f(3) = 0.
b) La derivadan-éssima de la funci§(z) = In(:X-) en el puntz = 0

esf™(0) = nl.

4.54 Diem quef és una funcio parell i(—x) = f(x) i diem quef és una funcio
senar sif(—x) = — f(x). Probeu o negueu les segiients afirmacions.
a) Sif éssenar iderivable amfi(3) = 7 llavors f'(—3) = 7.
b) Sif és parell i derivable llavorg’(0) = 0.

c) Sif és parell i derivable la funci@’ es senar
4.55 Demostreu que la funcid — x = 1 té exactament una Unica solucio real.

4.56 Considerem la funcif(z) = 2® — =. Calculeu les equacions de les rectes

tangents & () paral.leles a I'eix de les abscisses.

4.57 Una pilota s’infla de manera que el seu volum creix a @a dm3/s.

Trobeu la variacio del radi quan= 3.

4.58 Dos vehicles recorren un mateix trajecte sense parastgten i arriben al

mateix temps. Demostreu que en algun instant llur veloegdh mateixa.

4.59 Calculeu els extrems (maxims i minims relatius) irgksrvals de creixement
i decreixement de les seguents funcions en cada un dalerssgdominis;
D=R,D=[-1,1],D = (~00,0), D = (—2,—-1) U1, 3].

22 +xz, siz<0

@) (@) = {x2 —x, Siz>0.

x—12, siz < —1
b) f(x) =< —x, si—-1<zx<1
bz siz>1.

4.60 Calculeu els punts d'inflexi6 i els intervals de coritzdiv convexitat de les
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seguents funcions en el domibi = [—1, 1]

241
a) fl@) = 5
sz <0
R

4.61 Feu la grafica de les seguents funcions (en cap caglemss la tk.cnica de

fer una taula de valors ni res que si sembli.)

a) f(z) = |sinz|.
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