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Hoja de ejercicios 4
(Soluciones)

Ejercicio 1. Considere una economia poblada por muchas familias idénticas
con preferencias dadas por

o0

> Blule(t)]

t=0

donde c es el consumo per cdpita y v es un niimero positivo. En particular,

()7 =1

ule(t)] = T, paar>0, v#1,

ule(t)] = In[e(t)], para v = 1.

La funcién de produccion de la economia estd dada por
Y(t) = K(t)*L(t)' ™

donde 0 < a < 1, K denota capital y L denota trabajo. La poblacién crece a
una tasa n y el capital se deprecia a una tasa §. Notese que no hay progreso
técnico. El capital agregado inicial en el momento 0 es K(0) y la poblacién
inicial es L(0).

(a) Utilice la regla de L'Hopital para demostrar que u[c(t)] = In[e(t)] cuando
v=1

(b) Escriba el problema del Planificador Social en términos per cépita.

(c) Caracterice la solucién al problema del Planificador Social como dos ecua-
ciones en diferencias en ¢(t) y k(t) junto con dos condiciones de contorno.

(d) Exprese el capital y el consumo del estado estacionario en términos de los
pardmetros de la economia (esto es, §, 7, a, ¢, n) ;Dependen el consumo
y el capital del estado estacionario del nivel de capital per cdpita inicial
de la economia, k(0)?

(e) Calcule el capital per cédpita de la regla de oro y compare con el capital per
cépita del estado estacionario de esta economia (regla de oro modificada).

(f) Suponga que existen dos economias. La primera economia se caracteriza
por tener un pardmetro v = ;. La segunda tiene un pardmetro v = v,
con 7y, > v9 > 0. jSe diferencian estas dos economias en el largo plazo?

(g) Dibujar aproximadamente las trayectorias de silla correspondientes a v =
Y1V ¥ =y5. Comparar estas dos trayectorias de silla.



Soluciones

(a) La regla de L'Hopital dice que si hay dos funciones f(x) y g(z) tal que

lim f(x) = 0; limg(x) =0
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= «11—>m1 (' "In(c)] = In(c).

(b) Escriba el problema del Planificador Social en términos per capita

Genéricamente, el problema que encara este planificador es el de especificar
para cada periodo de tiempo ¢ cémo se dividird el producto Y (t) entre con-
sumo C(t) y ahorro S(t) de modo que la utiliidad agregada de la poblacién sea
méaxima. Como todos los individuos tienen la misma funcién de utilidad, este
problema puede reducirse al de maximizar la utilidad de un individuo cualquiera
que consuma c(t), el consumo per cépita en ese periodo, teniendo en cuenta que
el consumo per cépita ha de ser igual al producto per cédpita menos el ahorro
per cépita. La funcién a maximizar es, por tanto,

— i c(t)

Falta especificar la restriccién que ha de cumplir para asignar recursos en térmi-
nos per capita. La restricciones que ha de cumplir la economfa en el agregado
son

CH)+K(t+1)—(1-8K(t)=K(#)*L(t)'™

K(0) = Ky dado

K(t) > 0; C(t) > 0.



Para expresar estas restricciones en términos per cdpita dividimos por la poblacién
L(t) y obtenemos

Ct) K(t+1)
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() + (1 +m)k(t+ 1) — (1 — S)k(t) = k(1)

— (1= 0)k(t) = K()*L(t)~"

Por otro lado,
Por tltimo

Por lo tanto, el problema del planificador, expresado en términos per cépita es
elegir la secuencia {c(t), k(¢ + 1)}$2, para maximizar

- tc(t)kV

sujeto a las restricciones

(c) Caracterice la solucién al problema del Planificador Social
El Lagrangiano del problema es

L [{elt), k(t), A()}32] = Zﬁt{

Antes de hallar las condiciones necesarias que debe satisfacer toda solucién,
nétese que las restricciones de no negatividad no aparecen por ningtn lado. Esto
no es del todo correcto, pero podemos hacerlo en este caso concreto porque k(t)
y ¢(t) van a ser siempre mayores que cero en una situaciéon 6ptima. La razén
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es obvia: sin consumo no hay utilidad y sin capital no hay produccién, y por
tanto no se consume. El tnico momento que debe preocuparnos es cuando
t — oo. Cuando tendemos a la situacién terminal puede ser que si sea éptimo
reducir el capital a cero. Para considerar esta posibilidad tenemos la condicién
de transversalidad.

Las condiciones necesarias (y suficientes en este caso) son:

OL() _ — —

L) _ 11+ mon(e) + A+ 1) [ak(t + 1)1 41— 6] =0
k(L)

aL() _ ot « =
VO [k(t)* = c(t) = (1 +n)k(t+1) + (1 = §)k(t)] =0

Estas ecuaciones se pueden resumir en
c(t)™7 = At)
(L+n)A(t) = BA(E+ 1) [ek(t +1)* " +1 -]
k()™ = c(t) + (1 +n)k(t+1) — (1 — 6)k(t).

Sustituyendo A en la segunda ecuacién, aparece el sistema en diferencias en ¢ y
k
(L4+n)e(t)™ =Be(t+1)77 [ak(t+1)*""+1—4] (1))

E@) =ct)+ (1 +n)k(t+1)— (1 —98)k(?). ((2))

Las condiciones de contorno son la condicién inicial
k(0) = ko dado,
y la condicién de transversalidad

lim A(¢)k(t) = 0.

t—oo
(d) Exprese el capital y el consumo del equilibrio estacionario en términos de
los pardmetros de la economifa. ;Dependen el consumo y el capital del estado
estacionario del nivel de capital inicial de la economia, kq?

En el estado estacionario c(t) = ¢(t + 1) = cgs, k(t) = E(t + 1) = krom.
Sustituyendo en (1)
(1+n) =B [akioy +1 -]

1 akSoh, +1—-46 1
— — —ROM _ _— ~akpoy +1—0—n

B8 (14+n)
% —(1—=6—n) = akigh ((3)

kronr = |——28 -
ROM = 1T B(1—6 —n) '
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Sustituyendo en (2)
kron = ¢ss + (1 +n)kron — (1 = 0)krom
Csg = k%OM — (TL + 5)kR0M7

_ a/g T—o aﬁ T—«
Cos = 1—5(1—5—71)] (”+5>{1—5(1—5—n) '
Observamos que ni kroas ni css dependen de k.

(e) Calcule el capital de la regla de oro y compare con el capital del estado
estacionario (regla de oro modificada).

El capital de la regla de oro se definia como aquel kro tal que el consumo
era permanentemente méximo. Para obtener este capital se utiliza (2) cuando
k(t) = k(t+ 1) (la unica posibilidad de que el consumo sea constante)

c(t) = k() — (0 + n)k(¢)

y se calcula el capital que hace el consumo mdximo entre las combinaciones de
consumo y capital determinadas por esta expresion. Es decir, se maximiza c(t)
respecto a k(t). El capital que genera un consumo méaximo es el que satisface

akj’éal =n-+4.

De (3) observamos que el capital de la regla de oro modificada es el que cumple
1
ak;’ggﬁw:n+5+5—1 >n+6=akyy

dado que 0 < 8 < 1. De esta desigualdad se sigue que kroy < kro-

(f) Suponga que existen dos economias. La primera economia se caracteriza
por tener un pardametro v = 7;. La segunda tiene un pardmetro v = ~; con
Y1 > 79 > 0. (Se diferencian estas dos economias en el largo plazo?

No, porque ni kroys ni css dependen de . Nota: Si hubiéramos supuesto
que el nivel tecnolégico variaba en el tiempo a una tasa g # 0, lo anterior no
serfa cierto.

(g) Dibujar aproximadamente las trayectorias de silla correspondientes a v = v,
Yy ="72-

Por la ecuacién de Euler vemos que v afecta negativamente a c(t + 1)/c(t).
Asi que como 7, > 74, tenemos una tasa de crecimiento del consumo (en senda
6ptima) menor con y; que con ;. Como a largo plazo ambas economias con-
vergen al mismo estado estacionario (como se vio en (e)), se debe cumplir que
¢(0) sea mayor con 7; que con 7y,. En efecto, si ambas economias se dirigen al
mismo estado y con 7, se crece menos que con 7, €l nivel inicial de consumo
con -, ha de aumentarse con respecto al de 75. Ademds, para valores elevados
del pardmetro v, los agentes estdn muy interesados en alisar su consumo en el
tiempo y, por tanto, la trayectoria estable estard muy préxima a la curva en
la que Ak(t) = 0. Cuando v es muy pequeinio a los individuos no les importa
tener trayectorias de consumo no lisas. La trayectoria éptima estable en este
caso estarfa préxima al eje horizontal para stocks de capital pequenos.
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