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Hoja de ejercicios 11
(Soluciones)

Ejercicio 1. Efecto de impuestos distorsionadores

Considere el modelo de Ramsey-Cass-Koopmans de horizonte infinito y
tiempo discreto. La tasa de crecimiento de la poblacién es n > 0. Cada
agente tiene una tasa de descuento intertemporal de 0 < § < 1. La funcién
de produccién intensiva (per capita) es f(k), donde k representa el capital
per capita. El capital se deprecia a una tasa 6 > 0. El gobierno gasta
una cantidad constante d(t) = d per capita y obliga a los agentes a pagar
impuestos z(t) per capita. Todo el gasto se financia con impuestos por lo que
no hay deuda ptblica. No hay crecimiento exdégeno de la productividad. El
Planificador Social de esta economia tiene unas preferencias que coinciden
con la de cada individuo de la economia iguales a

> B8 {ule(t)) + vo(d(t)} -

a. Escriba el problema de decisién del Planificador Social.

b. Caracterice la solucién del Problema del Planificador Social como un
sistema de ecuaciones en diferencias en k y c¢. Escriba las condiciones de con-
torno de dicho sistema de ecuaciones en diferencias, esto es, las condiciones
que nos permiten encontrar una solucién particular al sistema de ecuaciones.

c. Defina un equilibrio competitivo para esta economia.

d. Caracterice la solucién del equilibrio competitivo como un sistema de
ecuaciones en diferencias en k£ y ¢. Compare la asignaciéon que resuelve el
Problema del Planificador Social con la asignacién del equilibrio competitivo.

Ahora vamos a analizar el efecto que tiene un cambio en la politica fiscal
del gobierno. Suponga que esta economia desde el momento 0 (puede pensar
en el momento 0 como el principio del afio 2000) se encuentra en el estado
estacionario asociado a la financiacién del gasto con impuestos de suma fija.
En un perfodo, al que llamaremos ¢, el gobierno decide cambiar de forma
permanente el impuesto de suma fija por un impuesto proporcional sobre



la renta. Sea 7 el tipo impositivo que le permite al gobierno recaudar la
cantidad d per cédpita.

e. Defina un equilibrio competitivo para la economia con impuestos propor-
cionales.

f. Caracterice la solucién del equilibrio competitivo con impuestos propor-
cionales como un sistema de ecuaciones en diferencias en k y c¢. Compare la
asignacién que resuelve el Problema del Planificador Social con la asignacion
del equilibrio competitivo.

g. Imagine que la economia no sabe que los impuestos van a cambiar. Analice
la evolucién del capital per cépita, el consumo per cédpita, el tipo de interés
y los salarios desde el momento 0 hasta oco.

h. Suponga ahora que en un momento t; < t, aparece la noticia de que en
el momento ¢, (principio del ano 2002) van a cambiar. Analice la evolucién
del capital per cdpita, el consumo per cédpita, el tipo de interés y los salarios
desde el momento 0 hasta co. ;Es diferente a la del apartado (d)?

Soluciones

a. El Planificador Social resuelve el siguiente problema de decisién: dado
{d(t)} elegir {c(t), k(t)} para maximizar

> B {ule(t)) + v(d(t)}

sujeto a las restricciones

ct)+ (14+n)k(t+1)— (1 —=0)k(t)+d(t) = f k()]
k(0) = ko; ¢(t),k(t) >0

b. Para resolver el problema escribimos el Lagrangiano como

L{e(t), a(t), A) }io] Zﬁ {u(c(t)) + v(d(t) -
—A( ) [e(t) + (L+n)k(t +1) = (1= 9)k(t) +d(t) = f [K(H)]]} -

Las condiciones necesarias (y suficientes en este caso) son:

IL(")
dc(t)

=B [ [e(t)] = AM(#)] = 0



OLU)_ Bt (1 4 m)A(t) + B AE+ 1) (L= 8+ k(e + 1))] = 0

Ok(t+1)
8L_(-) =B et)+ (1 +n)k(t+1)— (1 =0)k(t) +d(t) — flk(®)]] =0
OA(t) '
Estas ecuaciones se pueden resumir en
u'[e(t)] = Bu' [e(t + D] [L =0+ f' (k(t +1))] (B1)
ct)+ (1 +n)k(t+1)— (1 =90)k(t)+d(t) = f[k(t)]. (B2)

Las condiciones de contorno son la condicién inicial
k(0) = ko dado, (B3)
y la condicién de transversalidad

lim B/ [c(t)] k(t) = 0. (B4)

t—o0

c. Un equilibrio competitivo es una politica fiscal {d(t), z(t) }$2, una asignacién
{alt), c(t), k(1) }52, y precios {u(t),r(t), R(1) 1<, tales que:

1. La secuencia {a(t), c(t) }°, resuelve el problema del consumidor dados
los precios {w(t), R(t)}:2, v la politica fiscal {d(t), z(t)}2,-

2. Las empresas maximizan beneficios. Es decir,

Fk@)] =r(t) (C1)
FIE@)] = fIE@)]EE) = w(t) (C2)
3. No hay arbitraje entre las distintas formas de inversion:
R(t)=r(t)—29¢ (C3)
4. Los mercados se vacfan:
ct)+ (1 +n)k(t+1)— (1 —=0)k(t)+d(t) = fk(t)], (C4)
a(t) = k(t), (C5)



5. Se cumple la restriccién presupuestaria del gobierno
d(t) = =(t) (C6)

d. El problema que ha de resolver el agente es elegir la secuencia {c(t),
a(t)}°, para maximizar su funcién objetivo

> 8 {ule(t)) + v(d(1))}
t=0
sujeto a la restriccién

ct)+ (1 +n)alt+1) <w(t)—x(t) + (1 + R(t))a(t)
c(t) >0,
a(0) = ap dado.

Para resolver el problema del consumidor escribimos el Lagrangiano como

L{e(t), a(t), A(#)}iZo] ZB {u(c( (d(t)) = A®) [e(t) + (1 +n)alt + 1)
Las condiciones necesarias (y suficientes en este caso) son:
8L() ot o
eqsy = O e = A = 0
_OL() 1 _
aa(t+1) = -BA+n)At)+ B8N t+ D)1+ R(t+1)]=0
—(3 =B w(t) —z(t) + (1 + R())a(t) — c(t) — (1 +n)a(t + 1)] = 0.

Estas ecuaciones se pueden resumir en

At + R(t+1) —nl,
w(t) —x(t) + (14 R(t))a(t) = c(t) + (1 +n)a(t + 1).
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Sustituyendo A en la segunda ecuacién, aparece el sistema en diferencias en
cy a. En el caso que a(t) > 0,

u' [e(t)] = pu'[e(t +1)] [1+ R(t + 1) — n] (D1)
w(t) —x(t) + (1 + R(t))a(t) = c(t) + (L +n)a(t + 1). (D2)
Las condiciones de contorno son la condicién inicial
a(0) = ag dado, (D3)
y la condicién de transversalidad

lim BA(t)a(t) = 0. (D4)

t—o00

Sustituyendo (C3) en la ecuacién de no arbitraje obtenemos R(t) =
f'(k(t)) — 0. Luego, el valor de R(t) en la ecuacién de Euler (D1) obten-

€mos
u’ le()]

pu [eft +1)]

Esta ecuacién junto con la ecuacién (C4) forman un sistema de ecuaciones

diferenciales en ¢ y k que caracteriza el equilibrio competitivo. Vemos que

este equilibrio coincide con la solucién que darfa un Planificador Social y por
tanto es eficiente.

=1+ f'(k(t+1)) -6 —n. (D5)

e. Un equilibrio competitivo como una asignacion {a(t), c(t), k(t)}, precios
{w(t),r(t), R(t)} y politica fiscal {d;(t), T}, tales que:

1. {a(t), c(t)} maximizan el problema del consumidor dados los precios y
la politica fiscal. Es decir, resuelven el sistema de ecuaciones formado
por (D1) y (D2) sujeto a las condiciones de contorno (D3) y (D4).

2. Las empresas maximizan beneficios:

rt) = fi(k(®), (E1)
w(t) = fk) = k() (kE)). (E2)

3. No hay arbitraje entre las distintas formas de inversion:



4. El gobierno satisface su restriccién presupuestaria
T [R(t)a(t) + w(t)] = d.
5. Los mercados se vacian:

c(t) + (1+n)k(t+1) — (1— 0)k(t) +d(t) = f(k(t) (E4)
alt) = k(t).

f. El problema que ha de resolver el agente es elegir la secuencia {c(t),
a(t)}$2, para maximizar su funcién objetivo

> B {ule(t)) +v(d(1))},

sujeto a la restriccién

ct)+ (1 +n)a(t+1)—a(t) = (1 —71)[w(t) + R(t)a(t)]
c(t) >0,
a(0) = ag dado.

Para resolver el problema del consumidor escribimos el Lagrangiano como

L{{e(t), a(t), A(t)}Zo) ZB {u(c( (d(t)) = A(t) [e(t) + (1 +n)a(t + 1) — a(t) — (1 = 7)
Las condiciones necesarias (y suficientes en este caso) son:

o) = 80 fele)] = A =0
aaa(fi)n =B (L4 n)A®) + BTN+ DL+ (1= 7)R(E+1)] =0

gi—étg = B[ =7) (w(t) + R(t)a(t)) — e(t) = (L + m)alt + 1) + a(t)] = 0.



At)=pAt+ 1)1+ (1 —-7)R(t+1) —n],
ct)+ (T4+n)alt+1)—a(t)=(1—71)[w) + R(t)a(t)].

Sustituyendo A en la segunda ecuacién, aparece el sistema en diferencias en
cy a. En el caso que a(t) > 0,

u' [e(t)] = Bu [c(t+ D1+ (1 —7)R(t+1) —n] (F1)
ct)+ (1 +n)alt+1)—a(t) =(1—7)w(t)+ R(t)a(t)]. (F2)
Las condiciones de contorno son la condicién inicial
a(0) = ap dado, (F3)
y la condicién de transversalidad

lim B*A(t)a(t) = 0. (F4)

t—oo

Sustituyendo (E3) en la ecuacién de no arbitraje obtenemos R(t) =
f'(k(t)) — 0. Luego, el valor de R(t) en la ecuacién de Euler (F1) obten-

emos
u'le(t)]
pul et + 1)]
Esta ecuacién junto con la ecuacién (E4) forman un sistema de ecuaciones
diferenciales en ¢ y k que caracteriza el equilibrio competitivo. Vemos que

este equilibrio sélo coincide con la solucién que darfa un Planificador Social
cuando 7 = 0.

=1+ 1 —=7)[f'(k(t+1)) =6 —n. (F5)

g. Cuando los impuestos pasan de ser no distorsionadores a distorsionadores,
la uinica ecuacién que cambia es la condicién de Euler que pasa a ser de (D5) a
(F5). Vemos que el capital de la regla de oro modificada es menor cuando los
impuestos son distorsionadores. El Gréfico 1 muestra el diagrama de fases. Si
el cambio es inesperado y permanente, el consumo salta a la nueva trayectoria
de sillay converge al nuevo estado estacionario que se caracteriza por menos
consumo y menos capital. El Grafico 2 muestra las series temporales.

h. Si el cambio es esperado, los agentes moverén el consumo en el momento t;
para estar en la trajectoria de silla en el momento ¢5. Nétese que la variacion
en el consumo es menor porquelos agentes se preocupan por suavizar el con-
sumo. El diagrama de fases y las trayectorias estdn en los gréficos 3 y 4.
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Ejercicio 2. Modelo de generaciones solapadas

Considere una economfa cerrada donde cada perfodo nace una generacién
de individuos. El tamano de cada generacién es constante, es decir. L;, 1 =
L; = L para todo t. Los individuos viven dos periodos y nacen con una
unidad de tiempo que ofrecen ineldsticamente en el mercado de trabajo du-
rante el primer perfodo de vida. En el segundo periodo de vida los individuos
estan jubilados y no trabajan.

Las preferencias de un individuo nacido en ¢ se representan con la funcién

de utilidad
In(cit) + BIn(corsq),

donde cy; es el consumo de joven y cg:11 €s el consumo de viejo de un indi-
viduo nacido en el perfodo ¢. El pardmetro 0 < 3 < 1 es la tasa de descuento
intertemporal de la utilidad. Los jévenes pueden ahorrar para financiar su
consumo de viejo. La tasa de interés del ahorro que se acumula para estar
disponible en el momento ¢t + 1 es Ryy1 (los jovenes también pueden endeu-
darse).

En esta economia existe un unico bien final que se puede dedicar a con-
sumo o a inversion en capital fisico. El bien final se produce utilizando capital
y trabajo. La funcién de produccién es Y; = K2 L™ por lo que no existe
progreso tegcnoldgico. En esta funcién de produccién a € (0, 1) es la par-
ticipacion de las rentas del capital y K; es el stock de capital en el perfodo
t. El capital se deprecia a la tasa constante 6 = 1. El precio de utilizar la
mano de obra es de w; por trabajador. El precio de utilizar el capital durante
un periodo es de ;. Tanto el mercado del bien final como los mercados de
factores son perfectamente competitivos.

a. Escriba el problema de optimizacién del joven nacido en ¢ expresando
todas las variables en términos de unidades de trabajo efectivo. Escriba el
Lagrangiano de este problema y obtenga los valores éptimos para ¢y, corr1 y
St41-

b. Escriba el problema de la empresa. Resuelva el problema y obtenga los
precios de equilibrio del capital y del trabajo.

c. ;Cual es el ahorro agregado de la economia en el perfodo t7 ;Cudl es el
consumo agregado en el perfodo ¢7

d. Defina el equilibrio competitivo en este modelo. Obtenga una ecuacién
en diferencias de primer orden que caracterice la trayectoria del capital per
capita en el equilibrio.



e. Obtenga una expresiéon para el capital per cdpita del equilibrio esta-
cionario. Describa como se ve afectado dicho stock de capital ante cambios
en cada uno de los pardmetros 9, n, p, g. Razone su respuesta.

f. Considere el equilibrio estacionario. ;Cudl es la tasa de crecimiento del
producto y del capital agregado? ;Cuél es la tasa de crecimiento del producto
per cépita y del capital per capita?

Soluciones

a. El problema en términos per capita lo podemos escribir como elegir cy; y
Cory1 Para maximizar

1H(C1t) + 6 ln(CQH_l)

sujeto a la restriccién presupuestaria intertemporal

Cot+1 w
t

Crp+ =
Y 1+ R

y las condiciones de no negatividad
cit 2 0,¢2141 2 0.

El Lagrangiano de este problema es!

c
L(cu, earv1, A) = In(er) + BIn(carn) + A [ wp — cxe — 2 )
L+ Ry

Las condiciones de primer orden son:

oL 1
— = — —=A=0, 1
Ociy Cit ( )
L A
0 = 6 — = 0’ (2)
Ocari1 Cory1 1+ Ry
oL Cot+1
I _ e E 3
o\ Wy — C1t 1+ Ry ( )

Despejando A de la ecuacion (1) y sustituyéndolo en (2) obtenemos la ecuacién
de Euler para ¢ dada por

Catp1 = [B(1 + Regr)] cus. (4)

No se incluyen las restricciones de no negatividad porque dada la funcién objetivo el
consumo en cada periodo siempre ser estrictamente positivo.

9



Luego, sustituyendo co11 en (3) se llega a

1 f
Clf = ——W; = C = (14 R1) ——wy.
1t 1+ 5 t a1 = ( t+1)1+6 t
Asi, los valores 6ptimos de ¢y, Co441 ¥V Sep1 SOn
1
ciy = ——w
1t 1 + 6 ts
cor1 = (1+ Rt+1)—ﬁ W,
1+5
= Wt — C14 = —W;4.
St4+1 t 1t 1+3 t

b. La empresa busca maximizar los beneficios
arl-a
Ht = Kt Lt — 'LUtLt — Tth,

los cuales se pueden escribir en términos per cdpita como

«
Ty = kt — Wt — Ttktv
Derivando con respecto a k; e igualando el resultado a cero se obtiene

Ty = f,(kt)a
wy = f(kt)_f,(kt)kt-

c. El ahorro agregado es igual al ahorro individual s;;; multiplicado por el
niimero de jévenes en ¢, L;. Es decir,

B

Sy = L,=—wL
t+1 St4+14st 1+ﬁwt t.

El consumo agregado ser la suma del consumo de los jévenes y de los jubila-
dos:

1 5
Cy=culy+culi 1 = ——w Ly + (1 + R)——wy_1Ls_1.
t Credog + Coglig—1 1+Bwtt ( t)l_i_ﬁtltl

d. Un equilibrio competitivo es una asignacion {ci;, cari1, ki }iog y una se-
cuencia de precios tal que:

1. {cit, cary1} resuelve el problema del apartado (a).

10



2. Cop = Ig—g(l + R())

3. Las empresas maximizan beneficios seguin el apartado (b).

4. No hay arbitraje entre las distintas formas de inversion:

Rt:Tt—(S.

5. Los mercados se vacian

el + cor Ly 1 + Kipp — (1 — 5)Kt =

F(Ky, Ly),

Kt = Lt,lst. (5)

Para hallar una ecuacion que caracterice la trayectoria del capital por
unidad de trabajo efectivo en el equilibrio utilizamos la ecuacién de

consistencia (5).

K =

=

K B
tSt+1 1+5wt t. Lt. 1+6wt
KignLipw B
= Wy
Liyq. Ly 1+
B
k 1 = —
1+1(1+n) 1+6wt,

y como en equilibrio w; = f(k;) — f'(ki)ks = k& — ok 1k = (1 — a)k?,

se llega finalmente a

beer = (1—1Fn) <1f5) (1= ki’

(6)

e. En el estado estacionario k1 = k; = kg para todo t. Aplicando esta
condicién en (6) obtenemos que

for = l(

() oo

Asi, el stock de capital del estado estacionario, k,, se ve afectado en forma
negativa (ks |) por un aumento de n o disminucién de 5y no se ve afectado

por cambios en 9.

11



f. Vemos que ki1 = ki = kgspara todo t, y por tanto f(kiy1) = f(k) =
f(kss) para todo t. Asi, la tasa de crecimiento del producto agregado es

f(Ky1)
S (k)

Yiqn—Y _ Liv1yita
Y, Ly,

—1=(1+n) —1=(1+n)—1=n.

La tasa de crecimiento del capital es

K1 — Ky _ L1k
K Lk,

—1=(1+n)—-1=n.

La tasa de crecimiento del producto per cépita es

Y ¥

Lipa Lt: Ly Y;H_lz(l_'—n)_l:()
Y Ly Y, 1+n '
Ly

La tasa de crecimiento del capital per cépita es la misma que la del producto
per capita.
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Figura 2
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Figura 3
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Figura 4
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