Macroeconomia Avanzada II
Septiembre 2006
Soluciones

Problema 1. Cambios en la politica fiscal (50 puntos)

Considere el modelo de Ramsey-Cass-Koopmans de horizonte infinito y
tiempo continuo. La tasa de crecimiento de la poblacién es n > 0. La funcién
de produccién agregada de la economfa es F [K(t), L(t)] = K(t)*L(t)'~,
donde K (t) representa el capital agregado y L(t) la poblacién. El capital se
deprecia a una tasa d > 0. No hay crecimiento exégeno de la productividad.
En esta economia existe un gobierno que gasta una cantidad d(t) per cdpita
y obliga a los agentes a pagar impuestos de suma fija iguales a z(t) per
cdpita. El Planificador Social de esta economia tiene unas preferencias que
coinciden con las del agente representativo iguales a

> 8 {ule(t) + v (dt))}
t=0

donde ¢(t) es consumo per cépitay 0 < 5 < 1 es la tasa de descuento.

a. (10 puntos) Escriba el problema de decisién del Planificador Social en
términos per capita.

b. (10 puntos) Caracterice la solucién del Problema del Planificador Social
como un sistema de ecuaciones en diferencias respecto al capital per cépita,
k, y al consumo per cédpita, c. Escriba las condiciones de contorno de di-
cho sistema de ecuaciones en diferencias, esto es, las condiciones que nos
permiten encontrar una solucién particular al sistema de ecuaciones.

c. (10 puntos) ;Cémo se relaciona la asignacién que resuelve el Problema
del Planificador Social con la asignacién del equilibrio competitivo? ;Qué
valor tendrian el salario, w(t), tipo de interés, R(t) y precio del capital, r(t)
en el equilibrio competitivo? ;Depende su respuesta a la pregunta anterior
de cémo se financia el gasto ptiblico?

d. (10 puntos) Asuma que la economia se encuentra inicialmente en un
equilibrio estacionario y que el gobierno financia el gasto con impuestos de
suma fija (es decir, d(t) = x(t) para todo t, por lo que nunca hay deuda
publica). Discuta los efectos a corto y largo plazo sobre el consumo per
cépita, capital per cdpita, tipo de interés y salarios de una disminucién
transitoria inesperada del gasto publico. Utilice un diagrama de fases en
su discusion.

e. (10 puntos) Asuma que la economia se encuentra inicialmente en un
equilibrio estacionario y de que el gobierno financia su gasto con deuda
publica ademds de con impuestos de suma fija. Discuta los efectos a corto y



largo plazo sobre el consumo per cépita, capital per cdpita, tipo de interés
y salarios de una disminucién transitoria inesperada de los impuestos
compensada con un aumento en la misma cuantia de la deuda publica. Util-
ice un diagrama de fases en su discusion.

Soluciones

a. El Planificador Social resuelve el siguiente problema de decisién: dado
{d(t)} elegir {c(t), k(t)} para maximizar

> B {ule(t) +v(d(t)}
t=0

sujeto a las restricciones

c(t) + (1 + n)k(t + 1) — (1 — 8)k(t) + d(t) = f [k(t)]
k(0) = ko; c(t),k(£) > 0.

b. Para resolver el problema escribimos el Lagrangiano como

L{e(®),a®), A\O}20] = > 8" {ule(t) +v(d(t) = M) [e(t)

t=0

+(1+n)k(t+1)— (1 —0)k(t)+d(t) — fIk@)]]}.
Las condiciones necesarias (y suficientes en este caso) son:

S =0 [o 0] = x(0] =0

%ﬁjl) =B (1+n)A®) + BTNt +1) [1 =6+ f/ (k(t+1))] =0
OL() _ _
W(t) =080ct)+ (1 +n)k(t+1)— (1 —0)k(t)+d(t) — f[k(t)]] =0.
Estas ecuaciones se pueden resumir en
U fe(t)] = Bu et + 1) [L =6+ f (k(t+ 1)) — n] (B1)
ct)+ (1+n)k(t+1)— (1 =90)k(t) +d(t) = f[k()]. (B2)

Las condiciones de contorno son la condicién inicial
E(0) = ko dado, (B3)
y la condicién de transversalidad

tlirglo Bt [e(t)] k(t) = 0. (B4)



c. La asignacién del Problema del Planificador coincide con la del equilibrio
competitivo si el gasto ptblico se financia con impuestos de suma fija . Este
resultado es una consecuencia del Primer Teorema del Bienestar que asegura
que en una economia sin externalidades ni impuestos distorsionadores y con
mercados competitivos, la asignacién del equilibrio competitivo es Pareto
Optima (es decir, resuelve el problema del Planificador Social).

El salario y el precio del capital en un equilibrio competitivo serfan
iguales a las productividades marginales del trabajo y el capital, respec-
tivamente. Es decir,

r(t) = f'[k(t)]-

El tipo de interés es igual al precio del capital menos la depreciacién por la
condicién de no arbitrage:

R(t) = r(t) — 6 = f'[k(t)] — 6.

Estos resultados dependen de como se financia el gasto piblico. Si el
gasto publico se financiara con impuestos distorsionadores (como, por ejem-
plo, impuestos proporcionales sobre la renta), la asignacién del equilibrio
competitivo no serfa un éptimo de Pareto y no coincidirfa con la asignacién
escogida por un Planificador Social. Por otro lado, las expresiones que ligan
los precios con el capital podrian depender de los impuestos.

d. Para responder esta pregunta tenemos que hacer un diagrama de fases.
La curva Ac = 0 aparece de la expresién (B1) y serfa igual a

%:1—5+f’(k(t+1))—n- (D1)

La curva Ak = 0 aparece de la expresién (B2) y serfa igual a

c(t) = fIk@)] = (6 + n)k(t) — d(b). (D2)

Estas dos curvas estdn dibujadas en el grafico 1 al final de este documento.
La economia se encuentra inicialmente en un estado estacionario represen-
tado por el punto Ey. Segin las expresiones (D1) y (D2), una disiminucién
del gasto publico implica un desplazamiento hacia arriba (norte) de la curva
Ak = 0 en el diagrama de fase. El desplazamiento vertical de esta curva
es igual a la disminucién del gasto (igual a la de los impuestos). La curva
Ac = 0 no se desplaza. Sin embargo, el desplazamiento de la curva Ak =0
es temporal y, en el futuro, la economia volverd a sus niveles iniciales de
gasto, es decir a la curva Ak = 0 inicial.

Como el cambio es inesperado, los agentes no pueden modificar sus de-
cisiones antes del periodo donde se produce el cambio (vamos a llamar a



este periodo el periodo t1). Esto quiere decir que desde el periodo 0 hasta
el periodo t; la economia estd en su estado estacionario correspondiente al
nivel inicial de gasto. En ese periodo el planificador ha de elegir el consumo
6ptimo correspondiente al nivel de capital ks teniendo en cuenta los cam-
bios futuros en el gasto ptblico. Como al individuo le han disminuido los
impuestos se siente mads rico temporalmente. Lo que quiere hacer es dis-
tribuir ese aumento de renta a lo largo de toda su vida de forma éptima.
Para ello aumenta su consumo pero no tanto como la disminucién de los im-
puestos lo que le permite aumentar también su ahorro para poder mantener
su consumo alto durante toda su vida. Como el capital es el mismo que en
perifodos anteriores el producto en el perfodo ¢; también es el mismo e igual
A Yss = f(kss)

Como en el momento ¢; el consumo se encuentra por debajo de la curva
Ak = 0 (la nueva) , el capital aumenta y se hace mayor a kroas. Esto seguird
ocurriendo mientras que el gasto publico (y los impuestos) sean bajos. A
medida que aumenta el capital su rendimiento disminuye y entramos en una
trayectoria decreciente del consumo (aunque todos los consumos a partir de
t; sean mayores que el del estado estacionario inicial, ¢gs). La economia
sigue a lo largo de la trayectoria sureste hasta que llega a la trayectoria de
silla justo en el momento en que la curva Ak = 0 se vuelve a desplazar a su
posicién original. De esta forma, el consumo 6ptimo ya estd ubicado en la
trayectoria de silla y no es necesario que el consumo salte para ubicarse en
la trayectoria de silla. Luego, la economia se mueve en direccién suroeste a
lo largo de la trayectoria de silla hacia el punto Fy en el diagrama de fase.
La evolucién de las variables a lo largo del tiempo se muestran en las figura
2.

En resumen, el individuo se da cuenta en t; que a partir de entonces
vivird unos periodos donde serd relativamente rico (esos en los que los im-
puestos son bajos porque el gasto piblico es bajo) y otros donde sera rela-
tivamente pobre (esos en los que los impuestos tienen un nivel normal). Lo
que hace el individuo es consumir por debajo de sus posibilidades cuando
es relativamente rico para poder consumir por encima de sus posibilidades
cuando es relativamente pobre y asi disfrutar de ese aumento de renta tem-
poral toda su vida. Lo que tiene que decidir es como hacerlo éptimamente.

e. Para responder esta pregunta tenemos que las curvas Ac =0y Ak =0
no aparecen los impuestos. Por lo tanto, en aquellos periodos donde sélo
cambian los impuestos las curvas no cambian y, por lo tanto, las decisiones
del individuo son las mismas que antes de cambiar los impuestos. En este
caso, todas las variables permanecen en sus niveles correspondientes al es-
tado estacionario. El gréfico de las trayectorias aparece en la figura 3.

La razoén es la siguiente. Ahora el individuo se da cuenta en t; que a
partir de entonces vivird unos periodos donde serd relativamente rico (esos
en los que los impuestos son bajos porque el gobierno financia el gasto con



deuda) y otros donde serd relativamente pobre (esos en los que los impuestos
son mayores de lo normal porque el estado tiene que pagar su deuda). En
particular, el aumento de impuestos en el futuro es exactamente igual al
valor presente del ahorro de impuestos. De esta forma, el individuo ahorra
todo la reduccién de impuestos para hacer frente la aumento que ocurrird en
el futuro. Este ahorro no se canaliza a capital sino que lo adquiere el Estado
como deuda publica. Este resultado se llama Equivalencia Ricardiana y
ocurre porque los impuestos son de suma fija (no distorsionadores).



Ejercicio 2. Ayudas internacionales en el modelo de generaciones
solapadas (50 puntos)

Considere una economfa cerrada donde cada perfodo nace una generaciéon
de individuos. El tamano de cada generacién crece a la tasa constante n,
es decir, Ly+1 = (1 4+ n)L; para todo t. Los individuos viven dos perfodos y
nacen con una unidad de tiempo que ofrecen ineldsticamente en el mercado
de trabajo durante el primer perfodo de vida. En el segundo periodo de vida
los individuos estdn jubilados y no trabajan.

Las preferencias de un individuo nacido en ¢ se representan con la funcién
de utilidad

In(c1t) + Bn(cart1),
donde ¢3¢ es el consumo de joven y corrq es el consumo de viejo de un
individuo nacido en el periodo t. El pardmetro 0 < 8 < 1 es la tasa de
descuento intertemporal de la utilidad. Los jévenes pueden ahorrar para
financiar su consumo de viejo. La tasa de interés del ahorro que se acumula
para estar disponible en el momento ¢t + 1 es Ry4q (los jévenes también
pueden endeudarse).

En esta economia existe un tnico bien final que se puede dedicar a con-
sumo o a inversién en capital fisico. El bien final se produce utilizando
capital y trabajo. La funcién de produccién es Y; = Kng_o‘ por lo que no
existe progreso tecnolégico. En esta funcién de producciéon « € (0,1) es la
participacién de las rentas del capital y K; es el stock de capital en el perfodo
t. El capital se deprecia a la tasa constante d. El precio de utilizar la mano
de obra es de w; por trabajador. El precio de utilizar el capital durante
un periodo es de r;. Tanto el mercado del bien final como los mercados de
factores son perfectamente competitivos.

a. (10 puntos) Escriba y resuelva el problema del consumidor nacido en
t. Es decir obtenga una expresién del consumo cuando joven y viejo y del
ahorro (c14, c2441, ¥ St+1) en funcién de wy y Ryq1 y los pardmetros del
problema.

b. (5 puntos) Defina un equilibrio competitivo.

c. (10 puntos) Encuentre la ecuacién en diferencias en términos del capital
por trabajador (k; = K;/L;) que caracteriza el equilibrio competitivo.

d. (5 puntos) Encuentre el valor del capital en el estado estacionario. Cal-
cule el bienestar que obtiene cada generacién en el estado estacionario.

Imagine que desde el perfodo t = 0 esta economia se encuentra en el
estado estacionario caracterizado en el apartado (d). Sin embargo, al prin-
cipio del perfodo ¢t = 10, una organizacién internacional regala de forma
inesperada una cantidad de capital x a cada agente viejo que vive en ese
periodo.

e. (10 puntos) Utilice la ecuacién en diferencias del apartado (c) para ex-
plicar la evolucién del capital per cdpita de esta economia desde el perfodo 0



hasta el co. Represente graficamente la evolucién del capital por trabajador,
el tipo de interés y el salario desde el periodo 0 hasta el co.

f. (10 puntos) Imagine que la organizacién internacional hubiera regalado
esa cantidad a cada joven que viva en el periodo ¢t = 10. ;Cémo cambiarian
sus respuestas en el apartado (e)?

Soluciones

a. Un individuo que nace en ¢ querrd elegir el consumo ci¢ y cor41 para
maximizar

In(eit) + Sln(cart1)
sujeto a su restriccién presupuestaria

S Cot+1 w
1t T . o W
1+ Ry ’

v las condiciones de no-negatividad
cit , 2441 = 0.
El Lagrangiano de este problema es:

C2t+1

L=1 | - A _—
n(cit) + f1n(ca41) ci + T+ Ry

— W,

y las condiciones de primer orden son

por lo que tenemos un sistema de tres ecuaciones en tres incéngitas
-1 _
Cy = A

A
14+ R

Cot+1 w
=l .
1+ R

Sustituyendo A en la segunda expresién

-1
Bc2t+l =

C1¢ +

—1
C1t

—1
c =
B 2t+1 1 +Rt+l



C
5(1+Rt+1) _ Catt1
C1t

que es la ecuacién de Euler. Combinando la ecuacién de FEuler y la restricciéon
presupuestaria obtenemos

1
c1t + B(1 + Reg1)c1p————— = wy,
1t + B( 1) T R ¢
o)
(1 + B)Clt = We,
por lo que
1
Clt — mwt.

Por otro lado,

St41 = Wt — C1t = Wt,

B

143
_ B

coty1 =B (1 + Ryr) e = m (14 Riy1) wy

b. Un equilibrio competitivo es una asignacién {ci;, cor+1, Ki, Li} y un
sistema de precios {wy, 1, R} tal que

1. {c1¢, c2t41} maximiza el problema del consumidor en ¢t = 0,1, ... dados
los precios, es decir, satisface

1
Clt — 1 -{—ﬂwt'
St+1 = Wt — C1t = 1 +ﬁ’wt7

coty1 = B (1+ Rip1) cir = % (14 Riq1) wy.

2. los viejos en ¢ = 0, maximizan su utilidad

K
Coo = L_O (1 + R())
—1

3. las empresas maximizan beneficios, es decir,

max [F (Kt, AtLt) — thtLt — ’I”th]
Ki,Ly

por lo que el precio de los factores es
ry = f, [k‘t] = Oék‘?_l
wy = f(ke) = kf' (k) = (1 — )k



4. no hay arbitraje entre distintas formas de inversién, es decir,
R(t)y=r(t)—29¢
5. los mercados se vacian
Licit + Li—1cat + Kiq1 — (1 = 0) Ky = F (K4, AeLy)
Kiy1 = Lisiy.

c. El stock de capital en el periodo t + 1 ha de ser igual a la cantidad
ahorrada por los jévenes en el periodo t, es decir,

Ki1 = sl = wiLy.

1+ 05
Dividiendo por el trabajo

Liy1 K1 B o
Ly Lyyn 145

g
1 kiy1 = .
(L4 n) ks 1+Bwt
En equilibrio sabemos que

wy = (1 _a)kta7

por lo que podemos escribir

= (55) ()0 -

d. En el estado estacionario k; = ki41 = kss. Sustituyendo en la ecuacion

en diferencias
() (2 =
o= () (53) o)

Para calcular el bienestar de cada agente en el estado estacionario hemos de
calcular los niveles de consumo per cépita:

@

e e ()= () () ()

y

C2s55 = % (1 + Rss) Wgs = % (1 + ak?s_l - 5) (1 - O‘)k?s

9



donde sustituiremos por el valor de kss. Una vez que tenemos estos valores,
hemos de sustituir en la funcién de utilidad

111(0133) -+ B ln(CQSS)

para calcular el bienestar.

e. La ecuacién en diferencias no cambia. Lo tnico que cambia es la canti-
dad de capital de la economfa que, como consecuencia del regalo, es mayor.
El capital aumenta por encima de su estado estacionario y luego dismin-
uye hasta converger al estado estacionario. Al aumentar el capital, su
rendimiento y, por lo tanto, el tipo de interés disminuyen mientras que el
salario aumenta. Por otro lado, al aumentar el capital el consumo disminuye.
La evolucién del capital estd en el grafico 3.

f. Cualitativamente la respuesta es la misma. Un regalo de capital hace que
el capital, el consumo y el salario aumenten en la economia y que el tipo de
interés disminuya. Soélo hay dos diferencias cuantitativas. Por un lado, si
n > 0 hay mds jévenes que viejos por lo que al ser un regalo per cépita, la
cantidad que auneta el capital agregado es mayor en el apartado (f) que en
el (e). En segundo lugar dado que la propiedad del capital es distinta en los
dos apartados, las rentas que se extraen del capital van a parar a distintos
individuos lo que afecta a su consumo. En el apartado (e) son los viejos los
que se vuelven mas ricos y en el apartado (f) los jévenes. El gréfico es igual
al 3.
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